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Formatie

Autor: stud. Mdierean Mircea, Universitatea Babes-Bolyai, Cluj-Napoca

Cel mai important aspect al unei formatii este reprezentat de catre limitele pe care aceasta le are. Buna
delimitare a limitelor fiecarei formatii este esentiald pentru rezolvarea problemei. Avand in vedere ca pot
exista formatii cu un singur element, fiecare element al matricei va fi, pentru cel putin o formatie, nucleu.
Asadar, vom determina, pentru fiecare element, i1, 79, j1, jo. O formatie poate fi decompusé intr-un nucleu,
si 4 ramuri, una in sus, una in jos, una in dreapta si una in stanga. Numarul de elemente pe o ramura
poate sa fie si egal cu 0.

632256
532

In desenul de mai sus, formatia este incadratd in chenarul verde, nucleul este delimitat de chenarul
albastru, ramura de sus este delimitatd de chenarul mov, ramura de jos este delimitatd de chenarul
rosu, ramura din stdnga este delimitata de chenarul portocaliu, iar ramura din dreapta este delimitata de
chenarul galben.

Subtask 1. C'=1si N <8.

Vom defini 4 variabile:
e sus: numarul de elemente aflate pe ramura de sus, intre 47 si ¢ — 1: sus =i — i3
e jos: numarul de elemente aflate pe ramura de jos, intre ¢ + 1 si i9: jos = i2 — @

e stdnga: numarul de elemente aflate pe ramura din stdnga, intre j; si j — 1: stdnga = j — 51

dreapta: numéarul de elemente aflate pe ramura din dreapta, intre j + 1 si jo; dreapta = jo — j

Pentru a determina valorile maxime ale i1, 42, j1, j2, vom itera in sus, jos, stanga si dreapta, pornind de
lai =1, j = c, pana cand, pe fiecare directie, vom ajunge la un element care este mai mic decat nucleul
nostru.

Cunoscand lungimile pe fiecare directie, putem genera toate formatiile. Avem o constructie din 4 numere.
Vom considera:

e {0,0,0,0}: formatie avand lungimea ramurii de sus = 0, jos = 0, stdnga = 0, dreapta = 0,

e {0,0,0,1}: formatie avand lungimea ramurii de sus = 0, jos = 0, stdnga = 0, dreapta = 1,
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e {0,0,1,0}: formatie avand lungimea ramurii de sus = 0, jos = 0, stdnga = 1, dreapta = 0;

e {0,0,1,1}: formatie avand lungimea ramurii de sus = 0, jos = 0, stdnga = 1, dreapta = 1;

o {i—iy,ip —i,j — j1,j2 — j}: formatie avand lungimea ramurii de sus =i — i1, jos = iy — i, stdnga
= J —J1, dreapta = ja — j;

Tinem o variabild pentru contor. Vom itera prin fiecare variantd posibila, si vom incrementa contorul
pentru fiecare configuratie existenta.
Complexitate: O(NY)
Subtask 2. C'=2si N <8.
Se aplica exact acelasi rationament ca la Subtask 1, doar ca, numarul total de formatii care au nucleul in
Ali][j] vafiegal cu (i —i1 4+ 1) x(ia—i+1)x (j —j1 + 1) * (jo — j + 1). Numarul total de formatii existente
in matrice va fi suma acestor sume, pentru fiecare nucleu.
Complexitate: O(N?)
Subtask 3. C =1.

Folosind o stiva, vom determina cei 4 indici care delimiteaza fiecare formatie cu nucleul in A[é][j]. Retinem
pentru fiecare pereche {4, j}, valorile maxime pe care le pot avea i1, 2, j1, jo. In stiva, introducem perechi
de numere, reprezentand indicii elementelor matricei. Stiva se construieste pentru fiecare linie, si coloana.
Determinam limitele pentru linii. Initial, pentru stanga si dreapta, limitele vor fi capetele liniei, 1 si n.
Cat timp stiva noastra contine elemente, si A[i][j] este mai mic decat elementul corespunzator perechii
de indici aflate pe varful stivei, vom:

e Actualiza limita din stanga pentru elementul din varf cu j — 1

e Scoate elementul din varful stivei
Dupa aceea, daca stiva noastra contine elemente, vom marca limita din stanga pentru {7, j} cu:

e limita din stanga a elementului aflat in varful stivei, dacd Ali][j] este egal cu elementul cu coordo-
natele egale cu cele din varf

e al doilea element al perechii de numere aflatd pe varful stivei, altfel

La final, addugam elementul in stivd. Procedeul se repeta la fel pentru coloane, pentru a delimita limitele

de sus si de jos.

Cunoscéand limitele, putem aplica formula de la Subtask 2.
Complexitate: O(N?)

Subtask 4. C =2si N <8.

Aplicam rationametul de la Subtask 1. Pe masura ce generam fiecare formatie posibila, calculam suma
elementelor aflate in aceasta. La fiecare incrementare, addugam la suma valoarea noului element. La
final, inmultim rezultatul cu A[i][j], si il vom ad&uga la suma tuturor puterilor.

Complexitate: O(NY)
Subtask 5. C'=2si N <80.
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Pentru a determina suma puterilor, vom calcula suma puterilor tuturor formatiilor avand nucleul in A[i][5].
Fiind vorba de sume de produse, vom da factor comun pe A[i][j].

Ne vom folosi de descompunerea formatiei in cele 5 componente. Definim urmétorii termeni:

e sumaSus, fiind suma elementelor aflate pe ramura de sus a formatiei;
e sumadJos, fiind suma elementelor aflate pe ramura de jos a formatiei;
e sumaStanga, fiind suma elementelor aflate pe ramura din stanga a formatiei;

o sumaDreapta, fiind suma elementelor aflate pe ramura din dreapta a formatiei;
Indiferent de limitele selectate pentru o anumita formatie, la calcularea sumei puterilor exista:

x (7 —j1+ 1) % (jo — j + 1) aparitii ale ramurii de sus;

% (j —j1+ 1) % (jo — 7 + 1) aparitii ale ramurii de jos;

i—11+1)*(ig— i+ 1) % (j — j1 + 1) aparitii ale ramurii din dreapta;

( 1) (j
( 1) (j
o (i—i1+1)*(ig —i+1)*(j2—j+ 1) aparitii ale ramurii din stanga;
( )+ (i
( ) * (i

i—i1+1)*(ia—i+1)x(j—j1+1)*(j2 — 7+ 1) aparitii ale nucleului;

Scopul nostru ramane si determindm, pentru toate formatiile cu nucleul in A[7][j], suma tuturor ramurilor,
pentru fiecare directie posibila.

Vom trata cazul pe coloana. Ramura de sus se va afla intre ¢; si ¢ — 1, iar cea de jos se va afla intre ¢ 4 1
si 72. Vom avea:

o sumaSus = Ali1][c] + Ali1 + 1][c] + Alir + 2][c] + ... + A[i — 1][¢]
o sumaJos = Afi + 1][c] + Ali + 2][c] + A[i + 3][c] + ... + A[is][c]

Similar, se procedeaza si pentru linii. Pentru calcularea rapidd a acestor sume, vom precalcula sume
partiale pentru linii si coloane:

Sl[i][j]: suma elementelor de pe linia 7, incepand de la coloana 1, pana la coloana j.
SUl5] = A[I[1) + A[i][2] + A[][3] + ... A[F][4].
Scli][j]: suma elementelor de pe coloana j, incepand de la linia 1, pana la linia 1.
Sclills] = ARG+ ARIGT+ ABIGT + - Al][7]-

Sumele devin:
e sumaSus = S[i — 1][c] — S[i1 — 1][¢]
o sumadJdos = S[ia][c] — Si][c]
o sumaStanga = S[l][j — 1] — S[l|[j1 — 1]

e sumaStanga = S[l][j2] — S[][4]
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Folosind aceste formule, calculam suma tuturor sumelor partiale, corespunzatoare ramurii respective.
Pentru suma de sus, iteram de la ¢ — 1 catre ¢1, si calculam suma sumelor partiale. La puterea totala,
adaugdm produsul dintre numarul de aparitii pentru ramura de sus, si suma de sume partiale. Procedam
similar pentru toate celelalte directii rdmase. La final, addugam produsul dintre numé&rul de aparitii al
nucleului, si valoarea acestuia. Dupa ce am calculat aceastd suma, vom inmulti totul cu valoarea nucleului,
pentru a afla suma tuturor puterilor formatiilor cu nucleul in A[i][j].

Complexitate: O(N?)
Subtask 6. C' =2

Construim pe ideea de la Subtask 5. Analizdm cazul pentru ramura din dreapta. Limita este js. Asadar,
putem avea urmatoarele ramuri in dreapta:

e Inceput: j+ 1; Final: j + 1; sumaDreapta = A[i][j + 1]

e Inceput: j + 1; Final: j + 2; sumaDreapta = A[i][j + 1] + A[i][j + 2]

e Inceput: j + 1; Final: j + 3; sumaDreapta = A[i][j + 1] + A[i][j + 2] + A[i][j + 3]

e Inceput: j+ 1; Final: jy — 1; sumaDreapta = A[i][j + 1] + A[i][j +2] + A[d][j + 3] + ... + A[i][j2 — 1]
e Inceput: j+1; Final: jo; sumaDreapta = A[i][j+1]+A[][j+2]+ A[i] [ +3]+ ...+ A[i] [j2— 1]+ A[4] [j]

Facand suma tuturor ramurilor, obtinem:
sSumRamuriDreapta = (jo — 7) *x A[i][j + 1] + (Jo — 7 — 1) x A[i][J + 2] + (jo—J — 2) x A[i][j + 3] + ...+
+2 ¢ Alil[j2 — 1] + Ali][j2]-

Pentru determinarea acestei sume in timp constant, vom precalcula, pe langd sumele partiale pe fiecare
linie si coloana, sume partiale pentru sume partiale:

Sslli][j]: suma sumelor partiale pentru linia i, incepand de la coloana 1, pana la coloana j.
Ssli][7] = Si[i][1] + St[4][2] + SI[i][3] + ... + SU[3][4]-
Sscli][j]: suma sumelor partiale pentru coloana j, incepand de la linia 1, pana la linia 1.

Ssclil[j] = Sc[1][5] + Sef2][5] + SeB3][j] + .. + Seli[5].

Totodatd, aceste sume pot fi scrise in functie de elementele matricei A

Ssifi)lg] = = A[][A] + (G — 1) = Al][2] + (5 — 2) « A[][3] + ... + 2% A[i][j — 1] + A[1][3].
Sscli][j] =i % A[1][j] + (0 — 1) =« A[2][4] + (i — 2) = A[3][§] + ... + 2 = A[i — 1][5] + Al:][J].
Pentru ja:

Sslli][j2] = g2 = A[i][1] + (j2 — 1) x A[{][2] + (j2 — 2) * A[][3] + ... + (2 — 7 + 1) * A[][j]+
+(j2 — ) * A[][J + 1] + ... + 2% A[i][jo — 1] + A[i][52).

Ssli][j2] = g2 x Ali][1] + (j2 — 1) = A[d][2] + (J2 — 2) = A[i][3] + ... + sSumRamuriDreapta.
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Ssllillja] = = AL + (G = 1)« Al][2] + (5 — 2) « A[][3] + ... + Ald][5]+
+(72 = )+ (A[][1 + A[)[2] + A[][3] + ... + A[][G])+

+sSumRamuriDreapta.

Sslli][je) = Ssl[i][1] + (j2 — j) * sl[i][j] + sSumRamuriDreapta =>
=> SumRamuriDreapta = Ssli][j2] — Ssl[i|[j] — (2 — J) * sl[i][7].
Analog, se calculeaza si pentru sSumRamuriJos.

Pentru sSumRamuriStanga, lucrurile difera putin. Trebuie sd facem niste artificii de calcul, deoarece
nu putem afla rezultatul direct din scideri ale unor valori.

Facand suma tuturor ramurilor, obtinem:
sSumRamuriStanga = A[i][j1] + 2 * A[i][j1 + 1] + 3« A[i][j1 +2] + ... + ( — j1) x A[i][j — 1]

Limita din dreapta a ramurii din stinga este j — 1. Analizdm suma de sume partiale pe linii pana la
coloana j — 1:

Ssllillj =1 = (G = 1)« AEJA] + (G — 2) « Al]2] + ... + (G — 1) * AL + ... + Ald][5 — 1]

Ssllillj — 1] = (G —go + 1)+ (Al [n] + Aldl[jn + 1 + ... + A[il[j — 1)+
+(1 = D) * AL + (1 = 2) « All[2] + ... + Ali] [ — 1]+
+0 = 1) * (AL + Al [2] + ... + Al = 1))
—(Aldl[] + 2+ Al + 1 + 3= A[il[jr + 2] + ... + (G — 1) * Ali][7 — 1])

Sslfil[j—1] = (j—j1+1)*(S[j —1] = S[jr — 1]) +Ssl[i][j1 — 1]+ (j — j1) * (S[i][j1 — 1]) — sSum RamuriStanga

Din aceastd ecuatie, rezulta ca:

sSumRamuriStanga = (j—j1+1)*(S[j—1]—S[j1—1])+Ssl[i][j1—1]+(F—41)*(S[i][j1—1])) = Ssl[é][j —1]

Analog, se calculeaza si pentru sSumRamuriSus.

Astfel, putem determina, in O(1), suma tuturor ramurilor care se pot obtine pentru o formatie cu nucleul
in Ali][j]. Aplicam formulele descrise la Subtask 5.

Complexitate: O(N?)
Nota.
Toate operatiile se calculeaza MOD 10° + 7.

Formulele pentru a calcula sSumRamuriStanga pot fi simplificate, calculandu-se sumele partiale si su-
mele de sume partiale, incepand de la n cétre 1.
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