Concursul Interdisciplinar de Matematica si Informatica
“Grigore C. Moisil” - Editia a XXXVI-a

Oradea, 22-24 Martie 2024

ClasaaV —a

PROBLEMA 1. Spunem ca un numar natural n este "monoton" daca are cel putin un
multiplu nenul cu toate cifrele egale. De exemplu, numarul 37 este monoton, pentru ca
3-37=111.

a) Aratati cd numarul 12 este monoton.

b) Care este cel mai mic numar monoton de 4 cifre?

c¢) Baronul Miinchhausen sustine cé toate numerele naturale de 4 cifre care nu se divid

cu 10 sunt monotone. Aratati-i ca nu are dreptate!
Folclor

PROBLEMA 2. Intr-o urng sunt 13 bile numerotate de la 1 la 13.
Aflati numarul minim de bile pe care trebuie sa le extragem din urnad pentru a fi siguri ca
printre numerele extrase exista 3 cu proprietatea ca unul dintre ele se divide cu diferenta
celorlalte doua.

Olimpiada Serbia
PROBLEMA 3. Numerele 21, 23 si 25 sunt 3 numere impare consecutive si fiecare are

suma cifrelor un numar prim.

a) Dati un exemplu de 5 numere impare consecutive cu proprietatea ca fiecare are suma

cifrelor un numar prim.

b) Ar#tati cd nu putem gisi 6 numere impare consecutive cu proprietatea ca fiecare

are suma cifrelor un numar prim.
Dorel Mihet

PROBLEMA 4. O enciclopedie este constituita din n volume, cu 5 < n < 20. Toate
volumele au acelagi numar de pagini si in fiecare volum numerotarea paginilor incepe de
la 1. Stiind ca pentru numerotarea tuturor paginilor enciclopediei s-a folosit de 2023 de

ori cifra 9, aflati:
a) cate volume are enciclopedia;

b) cate pagini are fiecare volum.
Olimpiada Franta (prelucrare)

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problema se noteazs de la 0 la 7.
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Clasa a VI - a

PROBLEMA 1. Fie S =ab+cd+ ef —ad — be — cf, unde a, b, c,d, e, f sunt numere
din multimea {—1,1}.
a) Demonstrati ca S # 6.

b) Aflati multimea valorilor posibile ale lui S.
Dorel Mihet

PROBLEMA 2. Spunem ca un numar natural n > 2, diferit de un numar prim, este
"Tucky" daca este egal cu produsul divizorilor sai proprii pozitivi. De exemplu, numerele
6 si 8 sunt lucky.

a) Demonstrati ca patratele perfecte nu sunt lucky.

b) Cate numere naturale cuprise intre 100 si 200 sunt lucky?
Folclor

PROBLEMA 3. Fie BC' cea mai mare latura a unui triunghi ABC'. Pe aceasta latura
consideram punctele P gi @) astfel incat PC' = AC si QB = AB. Notam cu [ punctul de
intersectie al bisectoarelor interioare ale unghiurilor B si C' ale triunghiului.
Demonstrati ca ZPIQ + Z/BAC = 180°.

Olimpiada Sankt Petersburg

PROBLEMA 4. Notidm cu u(a) ultima cifrd a numérului natural a. Pentru fiecare

numadr natural nenul n consideram suma:
S(n) = u(d}) +u(dy) + ... +u(dy),

unde d; = 1, da, ..., dr, = n sunt divizorii sai pozitivi.
a) Ardtati cd dacd n este impar si S(n) = 31 atunci n este patrat perfect.

b) Aflati toate numerele impare n mai mici decat 10'® pentru care S(n) = 31.
Dorel Mihet

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problema se noteazs de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Aflati numerele naturale n pentru care numdarul |2" + 5" — 65| este
patrat perfect.

Olimpiada Ucraina

PROBLEMA 2. Notam cu (M) suma elementelor multimii M.

Fie A o multime de £ > 3 numere naturale nenule cu 0(A) = 2n. Spunem cd a € A este
separator dacd existd doud multimi nevide X, Y astfel incat X UY = A\ {a}, XNY =2
sio(X)<n,oY)<n.

De exemplu 5, 9 si 11 sunt separatori pentru multimea {1,5,9,11}.

Fie S multimea separatorilor multimii A.

a) Demonstrati cd o(S) # n.

b) Aflati cea mai mica valoare pe care o poate avea o(S) cand k =4 gi 0(A) = 16.

c) Demonstrati cd o(S) > n.

Olimpiada Serbia (prelucrare)
PROBLEMA 3. Peipotenuza BC a triunghiului dreptunghic ABC' se considera punctul
1

D, astfel incat /BAD = §LABC’. Aflati masura unghiului AC'B, stiind ca DC = AB.

Romantics of geometry

PROBLEMA 4. Tangentele in punctele B si C' la cercul circumscris triunghiului
ascutitunghic ABC' se intersecteaza in punctul P. Notam cu D si F respectiv picioarele
perpendicularelor din P pe dreptele AB si AC, iar cu M mijlocul laturii BC.
Demonstrati ca AM 1 DE.

Folclor

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problema se noteazs de la 0 la 7.
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Clasa a VIII - a

PROBLEMA 1. Aflati numerele reale z,y, z din egalitatea:

/1 — 12 +yvV2 — 22 4+ 23 — 22 = 3.

Olimpiada " Maraton Intelectual"

PROBLEMA 2. Demonstrati ca daca n este un numar natural mai mare sau egal cu

2, iar xq, o, ..., T, sunt numere reale din intervalul [0, 1], atunci
Ty Tty (1—23) - (1—a3)- .- (1—22) < 1.
Cand are loc egalitatea? Dorel Mihet

PROBLEMA 3. Notam cu A(n) numarul de reprezentari ale unui numéar natural nenul

n ca suma de doud sau mai multe numere naturale consecutive nenule.
a) Aflati A(2024).

b) Cate numere naturale nenule n mai mici decat 2024 au proprietatea ca A(n) este

un numar impar?
Folclor

PROBLEMA 4. Fie ABCDA,B;C,D; un paralelipiped dreptunghic. In interiorul
triunghiului ABC' se considera punctul P, iar in interiorul dreptunghiului ACC4 A,
punctul @, astfel incat PQ || (ACD;). Dreapta PQ intersecteazd planul (AC'B;) in M.
Demonstrati cad M este mijlocul segmentului [PQ)].

Olimpiada Sankt Petersburg

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problema se noteazs de la 0 la 7.
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Clasa a IX - a

PROBLEMA 1. Fie a,b,c € [0,00), astfel incat a + b + ¢ = 1. Demonstrat, cd

(14a)(1+b)(1+¢c)>Ba+b)(3b+c)(Bc+a).
Mihai Opincariu

PROBLEMA 2. Aflati multimea A a numerelor naturale k£ cu proprietatea ca exista
n € N astfel incat n se poate scrie atat ca suma de k divizori naturali ai sai cat si ca suma
de k + 1 divizori naturali ai sai, insa nu se poate scrie ca suma de k + 2 divizori naturali

ai sdi (divizorii din aceste sume nu sunt neaparat distincti).
Dorel Mihet

PROBLEMA 3. Laturile BC, CA si AB ale triunghiului ABC' sunt impartite fiecare
in cate n + 1 parti egale de catre punctele Ay, As,...,A,, Bi,Bs,...,B,, respectiv
C1,Cy,...,C,, unde n > 2.

Ana si Bogdan joaca urmatorul joc format din trei runde:

e Ana alege X e {Al,AQ, ,An} §l Y € {Bl, BQ, ceny Bn},
e apoi Bogdan alege Z € {By, By, ..., B,} si T € {C1,Cy, ...,Cy},
e iar apoi Ana alege V € {C1,Cs,...,C,} si W € {Ay, Ay, ..., A}
—_— == —  —
Daca XY + ZT + VW = 0, atunci Ana castiga. Altfel, castigd Bogdan.

Determinati cine are strategia castigatoare. Cristi Savescu

PROBLEMA 4. Fie ABC un triunghi gi M un punct in interiorul sdu. Paralela prin
M la AB intersecteaza BC' in N gi C'A in R, paralela prin M la BC' intersecteaza C'A in
Q si AB in T, iar paralela prin M la C'A intersecteaza AB in S si BC' in P.

RQ ST

NP
a) Dovediti cd — + - +—=1.
c

b) Daca A’, B’ respectiv C' sunt simetricele lui M fatd de mijloacele segmentelor N P,
QR, respectiv ST, demonstrati cd 2max {AA", BB',CC"} < AA'+ BB' + CC".

* ok k

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problema se noteazs de la 0 la 7.
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Clasa a X — a

PROBLEMA 1. Determinati functiile crescatoare f,g : R — R, cu proprietatea ca

pentru orice x € R avem

f<:v+2g(x)) :x+éq(x) g g<x+§(a¢)) ::1:+L2f(:v)‘

Mihai Opincariu

PROBLEMA 2. Fie A o multime nevida si f,g: A — A doua functii cu proprietatile:
i) Pentru orice z € A, f(z) = x sau g(x) = x.
ii) Existd k € N* astfel incat (f o g)F = 14.

Demonstrati ca:

a) Dacd zg € A i f(xg) = 21 # o, atunci g(z;) = ;.
b) f*=g"=1a.
(ff=fofo..of,iarls(x)=a,Vaz €A
——

k—ori

Dorel Mihet

PROBLEMA 3. Fie z1, 29, 23 € C*, distincte doua cate doua, de acelagi modul r si cu
rs rs rs

suma egala cu s. Demonstrati ca, daca z; + —, 2o + — si 23 + — sunt reale, atunci z7, 2o
21 zZ z3

si z3 sunt afixele varfurilor unui triunghi dreptunghic.

Mihai Opincariu

PROBLEMA 4. Fie ABC si A’B'C" doué triunghiuri care au acelasi centru de greutate,
iar punctele A’, B’, C" se afla pe laturile sau in interiorul triunghiului ABC'. S& se arate
ca pentru orice p > 1 si orice M din plan, are loc inegalitatea A’M? + B'MP + C'MP <
AMP + BMP + CMP.

Dan-Stefan Marinescu

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problema se noteazs de la 0 la 7.
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Clasa a XI - a

PROBLEMA 1. Fie A,B € M,(C), astfel incat det (AB) = 1. Demonstrati ca
(AB — BA)* = O,, daci si numai daci A"'B~'AB + B-'A"'BA = 2I,.
Mihai Opincariu

PROBLEMA 2. Fie A € M,(C) si M o multime de n + 1 numere complexe.
Demonstrati ca exista £ € N,k < n cu proprietatea ca putem alege k£ elemente ale
multimii M astfel incat inlocuind k elemente ale matricei A cu aceste elemente sa

obtinem o matrice inversabila.
Dorel Mihet

PROBLEMA 3. Fie f : R — R o functie marginita cu proprietatea ca pentru orice

a € R i orice siruri strict monotone (x,),~; $i (yn),>; , ambele convergente la a, are loc

relatia lim f (@)

n=c0 f (yn)

a) Dati exemplu de o astfel de functie, care si nu fie continua.

=1.

b) Daca f are proprietatea lui Darboux, aratati cd f este continua.
Cristi Savescu

PROBLEMA 4. Sai se determine functiile f : R — R cu proprietatea ca
[t f (z1) + taf (22) + taf (23)] < [tiz1 + taza + a3,

pentru orice x1, T, r3 € R si pentru orice t1,t5,t3 € R cu t; +t5 + 13 = 0.

Dan-Stefan Marinescu

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problema se noteazs de la 0 la 7.
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PROBLEMA 1. Fie p un numar prim impar si M = {A;, Ao, ..., A,} C GL2(R) (grupul

matricelor inversabile de ordinul 2 cu elemente reale), o multime cu proprietatea:
A-BeM, VA BeM.

a) Demonstrati ca A; + Ay + ... + A, = Os.

b) Raméne proprietatea de la a) adevaratd dacd M C GLy(C)?
Dorel Mihet

PROBLEMA 2. Fie (A,+,:) un inel cu proprietatea cd existd n € N* astfel incat
22"t2 = 22"~1 pentru orice x € A. Demonstrati cd z* = z, pentru orice z € A.
Mihai Opincariu

PROBLEMA 3. Fie f : [1,2] — R o functie convexd si continua, cu f (1) = 0 si

f(z) 2—c

* ok k

2
f(2) > 0. S& se arate ca existd ¢ € [1,2), astfel incat /
1

PROBLEMA 4. Fie f : R — R o functie continua in 0 si integrabila pe orice interval

T+y x Yy
[a,b] C R. S& se arate cd, dacd f)ydt < / f(t)dt + / f(t)dt pentru orice
0 0 0

b
z,y € R, atunci / f(x)dx = f(0)-(b—a), pentru orice a,b € R.

Dan-Stefan Marinescu

!Timpul efectiv de lucru este de 3 ore;
2Toate problemele sunt obligatorii;
3Fiecare problema se noteazi de la 0 la 7.



