Concursul Interdisciplinar de Matematica si Informatica
"Grigore C. Moisil"
Editia a XXXVI-a; Oradea, 22-24 Martie 2024

BAREM DE CORECTARE - Clasa a IX - a

PROBLEMA 1. Fie a,b,c € [0,00), astfel incat a + b+ ¢ = 1. Demonstrat, cd
(14a)(1+b)(1+¢)>Ba+b)(3b+c)(Bc+a).

Barem de corectare.

Plecam de la inegalitatea — > 2z — y, valabild pentru orice z,y € (0,00).......... (2p)
) ) _ (14 a)’
Punand 2 = 1+a si y = 1 + ¢, obtinem Tre >2(1+a)—(1+¢)=1+2a—c. Cum
c
1 2
a+b+c=1, rezultécé%z?)a%—b(l) ..................................... (2p)
c
. (1+0b)  (1+¢)?
Anal b —>3b 2 —F >3 ) e 1
nalog, obtinem 70 2 +c(2)si T 2 c+a (3) (1p)

Inmultind membru cu membru relatiile (1), (2) si (3), dup# simplificarea termenilor

asemenea, se obtine inegalitatea din enunt. ............. ... .. . . i (2p)

PROBLEMA 2. Aflati multimea A a numerelor naturale k£ cu proprietatea ca exista
n € N astfel incat n se poate scrie atat ca suma de k divizori naturali ai sai cat si ca suma
de k + 1 divizori naturali ai sai, insa nu se poate scrie ca suma de k + 2 divizori naturali

ai sdi (divizorii din aceste sume nu sunt neaparat distincti).

Barem de corectare. Vom demonstra cda A = {2/ + 1|l € N}.
a) Orice numar natural impar apartine multimiii A.
Daca k = 2[+1 atunci numarul n = 2[+2 poate fi scris si ca suma de k divizori ai sai:
2042 =2+14...+1 (2l de 1) si ca suma de k+1 divizori ai sdi: 20142 =1+1+...+1

(21 4 2 de 1) dar nu poate fi scris ca suma de k + 2 divizori ai sii, deoarece o astfel

de suma este cel putin 14+ 1+...+1 (k+2 de 1), deci este mai mare decat n. Asadar

b) Orice numar din A este impar.

Fie k € A. Stim ca exista n € N astfel incat a n este suma de k si de k + 1 divizori
ai sai, dar nu este suma de k4 2 divizori ai sai. Numarul n nu poate fi impar pentru
ca atunci el ar avea doar divizori impari, si cum unul dintre numerele & si k& + 1 este
par, n ar fi suma unui numar par de numere impare deci ar fi par, absurd. Asadar

T ESEE PAT, 10 = 2100e o e e et e e et e e e e e e (2p)
Presupunem, prin reducere la absurd, ca k este par.

Atunci k£ + 1 este impar, iar din egalitatea n = 2m = d; + ... + dy1 deducem ca cel
putin unul dintre numerele dy, ..., d; 1 este par, de exemplu d; = 2 - d. Dar atunci
n=d+d+d;+ ...+ dj s-ar scrie ca suma de k + 2 divizori ai sii, absurd. ... (3p)

Asadar k este impar.



PROBLEMA 3. Laturile BC, CA si AB ale triunghiului ABC' sunt impartite fiecare
in cate n + 1 parti egale de catre punctele Ay, As,...,A,, Bi,Bs,...,B,, respectiv
C1,Cy,...,Cp,, unde n > 2.
Ana si Bogdan joaca urmatorul joc format din trei runde:
e Ana alege X € {41, Ay, ... A} 1Y € {By, Bs, ..., B,},
e apoi Bogdan alege Z € {By, By, ..., B,} si T € {C1,Cy, ..., Cy},
e iar apoi Ana alege V € {C1,C5,...,C,} si W € {Ay, As, ..., An}
Daci XY + ZT + VI = 6), atunci Ana castiga. Altfel, castigd Bogdan.
Determinati cine are strategia castigatoare.
Barem de corectare.
Conditia ca Ana sa castige se rescrie A;B; + ByC; + C;A; = F unde ¢ j,k,l,t s €

{1,2,....,n}. Aceasta este echivalentd cu A;,C + CB; + ByA+ AC,+ C,B + BAt = O sau

ntl-ige. 0 gintlokea 1 gpontlosom ¢ oma
n-+1 n+1 n-+1 n+1 n+1 n +

- — — =
sau (n—i—l—z—i—t) BC+(n+1—k+j)- C’A—i—(n—l—l—s—i—l) AB = 0. Intrucat CA—
CB+BA relatia precedenta este echivalentd cu (¢t — i — j + k)- BC+(l —s—j+k)- AB =

0 , relatie care are loc dacd sinumaidacat =1+ j—ksis=Il+k—j. ........... (3p

~—

Dacd Ana alege j > 2, atunci Bogdan alege k,l € {1,2,...,n} pentru care k + 1 = j si
atunci s = 0, deci Ana pierde. . ... ..ot (2p)
Daca Ana alege j = 1, atunci Bogdan alege k = [ = n si atunci s = 2n — 1 > n, deci Ana
DIerde. . (2p)
Asgadar, Bogdan are o strategie castigatoare.

PROBLEMA 4. Fie ABC un triunghi si M un punct in interiorul sau. Paralela prin
M la AB intersecteaza BC' in N si C A in R, paralela prin M la BC' intersecteaza C'A in

Q si AB in T iar paralela prin M la C'A intersecteaza AB in S si BC' in P.
a) Dovediti ca NT + R—bQ 57 1.
b) Dacd A’, B’ respectiv C’ sunt simetricele lui M fatd de mijloacele segmentelor
NP,QR, respectiv ST, demonstrati ca

2max {AA', BB',CC"} < AA'+ BB'+ CC".

Barem de corectare.
NP d(M,NP) [MBC]
a«  d(A,BC) [ABC]
Adunand aceste relatii obtinem concluzia.................... ... ... (1p)
b) Relatia 2max {AA", BB',CC"} < AA" + BB’ + CC’este echivalentd cu existenta

unui triunghi ale carui laturi au lungimile AA’, BB', CC’,

a) Din AMNP ~ AABC, avem

si similarele ..... (2p)

adici AA + BB+ CC = 0 oo (1p)
In mod evident, AA" = AM + MA" = AM + MN + MP, BB’ = BM + MB' =
BM+MQ@Q+ MRsiCC'"=CM+MC"=CM+MS+MT ................ (1p)

dmm@AA+BBq{x%:AM+BM+CM+(MN+AHQ+<MP+MQ)+
(MR+M®:AM+BM+CM+MB+MC+MA:F ................ (2p)




Concursul Interdisciplinar de Matematica si Informatica
"Grigore C. Moisil"
Editia a XXXVI-a; Oradea, 22-24 Martie 2024

BAREM DE CORECTARE - Clasa a X — a

PROBLEMA 1. Determinati functiile crescatoare f,g : R — R, cu proprietatea ca

pentru orice x € R avem

f(a:+g(x)) _z+g() g g<x+f(x)) ::E+f(:c)‘

2 2 2 2
Barem de corectare.
Consireram functiile f1,9; : R — R definite prin f; (z) = L +§ (z) sigr(z) = z +§ (ﬁ),

Cum f si g sunt functii crescitoare, fi si g1 sunt strict crescitoare, deci injective. ..(1p)

Folosind relatile din enunt, obtinem succesiv:

£ (g1 (2)) = 9L +g(gl (#) _ 9() ‘2“"1 @) @) () e (1p)
respectiv gy (f (2)) = L TIN @) A@FAE) oy (1p)
Punem in relatia (1) x — fi (z) si obtinem f; (g1 (f1 (z))) =1 (fi(x)) covneiiii... (1p)

Folosind (2), va rezulta f; (f1 (x)) = fi(x), de unde, pe baza injectivitatii, deducem ca

)
)

fi(x) =w,deci f(z) ==, pentruorice z € R.......... i (1p
In mod analog, se obtine g (x) = x, pentru orice = € R, solutii care verifici ipoteza. (1p

PROBLEMA 2. Fie A o multime nevida si f,g: A — A doua functii cu proprietatile:

i) Pentru orice z € A, f(z) = x sau g(x) = x.

ii) Existd k € N* astfel incat (f o g)* = 14.

Demonstrati ca:
a) Daca xg € A si f(zo) = x1 # x0, atunci g(x;) = x;1.
b) f*=g"=1a.
(ff=fofo..ofiarls(x)=a,Vaz €A
k—ori
Barem de corectare.

a) Notand h = f o g, din h¥ = 14 rezultid ci g este injectivd. Presupunem, prin
reducere la absurd, cd existd xo € A astfel incat f(zg) = x1 # xo si g(x1) # 1.
Atunci g(zo) = o, f(z1) = 21 §i h(zo) = f(g(z0)) = f(20) = 21.

Fie (Yn)nen+ sirul definit prin v = 21 §i Yni1 = 9(yn), ¥n > 1. Demonstram prin

inductie ca y,+1 # yYn si A" (x0) = y, pentru orice n € N*.

Fiecare corector acords un numér intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corects se puncteaza corespunzator.



Proprietatea este adevarata pentru n = 1. Presupunem ca este adevarata pentru

n > 1. Atunci y,12 = 9(yn+1) # 9(yn) (din injectivitate), deci y,12 # Yni1, ceea ce
implica f(yn+1) = Yns1 st 2" (20) = hyn) = F(9(Yn)) = f(Ynr1) = Yora1. ... (2p)

Insd g(z0) = 20 81 9(yn) # yn implicd y,, # 20, Vn, deci h"™(xo) = y, # w0, Vn € N,
in contradictie cu ipoteza h* = 1,. Contradictia la care am ajuns ne aratd c#

Gl ) = 1 e (1p)
b) Demonstram ca fog=go f.

Fie z € A. Sunt posibile doud cazuri: 1) f(z) = g(z) = z si 2) f(z) # = sau

g(x) # x.

In primul caz (f o g)(z) = (g0 f)(z) = =.

In al doilea caz, dacd f(z) = y # =, atunci g(z) = z, g(y) = y (din a)), deci

(fog)x) = flg(x)) = flz) =y si(go f)lz) = g(f(z)) = g(y) = y, iar dacd
g(x) =y # x, atunci f(z) ==z, f(y) =y (deoarece g(y) # vy, din injectivitate), deci

flg(@)) = f(y) =y, 9(f(x)) = g(x) =
)

Prin urmare (f o g)(z) = (go f)(z)Vz € A, adicd fog=go fo.............. (2p)

Din comutativitate rezulti ci (f o g)* = f¥ o g% = g o fF.
Presupunem, prin reducere la absurd, ci existd x € A astfel incat f*(x) # x.

Atunci f(x) # x, deci g(x) = z, ceea ce implicd ¢*(z) = x si

() = (f* 0 g")(2) = fH(g"(2)) = fH(x) # =
in contradictie cu ipoteza h* = 14.

Prin urmare f* =1, iar din h* = ¢* o f* obtinem si cii gi ¥ = 14........... (2p)

PROBLEMA 3. Fie 21, 25, 23 € C*, distincte doua cate doua, de acelagi modul r si cu
5 L g rs rs . rs )
suma egala cu s. Demonstrati ca, daca z; + —, 2o + — si 23 + — sunt reale, atunci z7, 2o
21 zZ z3
si z3 sunt afixele varfurilor unui triunghi dreptunghic.

Barem de corectare.
. . . Iz
Adunand cele trei numere reale, obtinem ca s + rs <— +—+—) €eRsicum — = —,
21 Z9 z3 Zi r

ss TS S
rezultd s + — € R, de unde obtinem ca s € R. Atunci, z; + — = 2z; + —%; € R si cum
r Z; r
cel putin unul dintre numerele 2, 29, 23 este din C \ R (altfel s-ar contrazice faptul ca

21, Z9, 23 sunt distincte doud cate doud si de acelagi modul), obtinem cd s =r....... (2p)

- 1 1
Atunci 2y + 22+ 23 =7 (1) i 21 + 22 + 23 = r, de unde reiese c§ — + — + — = — (2)(1p)
Z1 Z9 Z3 r
. 1 1 1
Inmultind reletiile (1) i (2), obtinem (21 + 22 + 23) (— +—+ —> = 1, relatie care este
1 k2 Z3

echivalentd cu (21 +22) (22 +2) (23 +21) = 0. eniiii (2p)
Prin urmare, doua dintre numerele z;, 29, 23 sunt opuse, de modul r, iar al treilea este egal

cu r, de unde se obtine concluzia problemei. ............ ... .. . i (2p)



PROBLEMA 4. Fie ABC si A’B'C" doué triunghiuri care au acelasi centru de greutate,
iar punctele A’, B’, C" se afla pe laturile sau in interiorul triunghiului ABC'. S& se arate
ca pentru orice p > 1 si orice M din plan, are loc inegalitatea A’M? + B'MP + C'MP <
AMP + BMP + CMP.

Barem de corectare.
Pentru orice punct X din plan, vom nota cu x coordonata sa complexa.
Din enunt, exista x1,xs,x3,v1,Y2,Y3,21,%22,23 > 0 cu x1 + 2o + 23 = y1 + Y2 + y3 =
21+ 22 + z3 = 1, astfel incat

a = x1a+ b+ 230, V' = yha+ b+ yscsid = zia+ b+ z3¢ ... (1p)
Cum cele doud triunghiuri au acelagi centru de greutate, deducem ca (x1 + 4, + 21 — 1) a+
(xo+ya+20—1)b+(x3+ys+23—1)c=0,deunde 1 +y1 + 21 =1, 20+ ya + 20 = 1
Slas+ys+ 23 =1 (1) oo (2p)
Din A’M = |m — d| = |zym + zam + x3m — 210 — x3b — x3¢| < 1 |m — a| + 2 |m — b| +
x3 |m — ¢| si din convexitatea i monotonia functiei 2 pe [0, 00), avem ca
A'MP < xy|lm —al’ +x2|m — b’ + 23 |m — ¢|’ = 21 AMP + 29 BMP + x3CM? ... .. (2p)

I Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazs corespunzitor.



Concursul Interdisciplinar de Matematica si Informatica
"Grigore C. Moisil"
Editia a XXXVI-a; Oradea, 22-24 Martie 2024

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI — a

PROBLEMA 1. Fie A,B € M, (C), astfel incat det (AB) = 1. Demonstrati ca
(AB — BA)? = 0,, daci si numai daci A"'B 'AB + B"'A"'BA = 21,.

Barem de corectare.
Se stie cd, pentru orice X € M, (C), avem X* = tr X - [, — X. Daca in plus det X = 1,

atunci X* = X1 deunde X ' =tr X - L — X. ... (2p)
Cum det (AB) = det (BA) = 1, obtinem succesiv: A'B"'AB = (BA) ™" AB = tr (BA) -
AB = BA2B (1p)
Din relati lui Cayley, avem tr (AB) - AB = (AB)* 4+ det (AB) - I, = (AB)? + I, deci
AT'BTUAB = (AB)? 4+ 1, — BA2B ..o (2p)

In mod analog, obtinem B~'A"'BA = (BA)*>+ I, — AB2A. Prin adunarea ultimelor dous
egalititi, se obtine A' B 'AB+ B 'A"'BA = (AB — BA)® + 21I,, relatie din care reiese

echivalenta ceruta ... ... ... .. (2p)

PROBLEMA 2. Fie A € M,(C) si M o multime de n + 1 numere complexe.
Demonstrati ca exista £k € N,k < n cu proprietatea ca putem alege k elemente ale
multimii M astfel incat inlocuind k elemente ale matricei A cu aceste elemente sa

obtinem o matrice inversabila.

Barem de corectare.

. o . R . a1 G12
Consideram minorii diagonali: Ay = |a11|, Ay =

21 (22

Vom demonstra ca inlocuind o parte dintre numerele aqq,ass, ..., a,, cu elemente ale

multimii M putem face ca toti acesti minori sa fie nenuli.

Tntr—adevfir, daca primul minor diagonal nul are ordinul 7, atunci inlocuind a;; cu x; # a;;
se obtine un determinant D; nenul, deoarece dezvoltand dupa linia ¢ rezulta D; — A; =
(r; — ai) A1, deci D; = (T3 — @)A1 F 00 oo (3p)
Dupa cel mult n — 1 astfel de operatii rezultd o matrice A’ care are primii n — 1 minori
diagonali nenuli iar in M au ramas disponibile cel putin doua elemente, x,, si x,, 1. Unul
dintre acestea este sigur diferit de a,,,, deci putem proceda la fel pentru a obtine un minor

nenul de ordin 7. .. ...t (3p)



PROBLEMA 3. Fie f : R — R o functie marginita cu proprietatea ca pentru orice

a € R si orice siruri strict monotone (x,),~; $i (Yn),>; , ambele convergente la a, are loc

relatia lim f (@)

n=o0 f (yn)

a) Dati exemplu de o astfel de functie, care si nu fie continua.

=1.

b) Daca f are proprietatea lui Darboux, aratati cd f este continua.

Barem de corectare.
1, dacaz #0
0, dacaxz =0

conditiile date si este discontinua in 0. ..., (2p)

verifica

a) Observim ca functia f : R — R, definita prin f (z) = {

b) Fie a € R fixat si (2,),>, un sir nestationar de la un anumit rang si convergent
la a. Functia f este marginitd, deci si sirul (f (z5)),~; este marginit. Daca acesta
nu este convergent, atunci are doua puncte distincte de acumulare s si . Atunci,

existd subgirurile strict monotone (), 5, si (y5,),>, ale lui (2,),,, pentru care

Hm f(z)=sgi Hm f(y),) = teeenen (2p)

Intrucat lim z, = a, avem lim 2/, = lim y/, = a si aplicand ipoteza, avem

. fx) s - . .

1 = lim ) =5 contradictie. Atunci sirul (f (z,)), -, este convergent si in
n—oo yTL -

consecintd f are limitd in a. Intrucat are si proprietatea lui Darboux, rezultd c& f
este continua In a. ......... o (3p)
PROBLEMA 4. Si se determine functiile f : R — R cu proprietatea ca
[t1f (w1) + tof (z2) + t3f (v3)] < [t12y + taxa + 33|,

pentru orice x1,rs, r3 € R gi pentru orice 1, t5,t3 € R cu suma t; + t5 + t3 = 0.
Barem de corectare.

Pentru (t1,t2,t3) = (1,—1,0) si (21, 22,23) = (x,y,0) cu = si y arbitrare, obtinem

lf(z)— f ()| <|r—y|, ¥ z,yecRside aici rezultad ca f este continud pe R ...... (2p)
Luand (t1,ta,t3) = (1,1,-2) si (z1,22,73) = (:p,y,xT—i_y> cu z,y € R arbitrare,
deducem ci f(x)—i—f(y)—?f(x;y < m+y—2% =0,

adicéf(x;—y)—f@);—f(y),Va:,yeR ....................................... (1p)

Demonstraza ca egalitatea de mai sus conduce la ecuatia functionala a lui Cauchy pentru
g(x)=f(xz)— f(0), de unde existd a,b € R astfel incat f (z) =ax+b,Vx € R...(3p)
Daca numai afirma aceasta, se va acorda 1 punct.

Conditia din enunt se verificad daca si numai dacd |a] < 1..............cii... (1p)

!Fiecare corector acords un numér intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corects se puncteaza corespunzator.
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BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII - a

PROBLEMA 1. Fie p un numar prim impar si M = {A;, As, ..., A,} C GLy(R) (grupul
matricelor inversabile de ordinul 2 cu elemente reale), o multime cu proprietatea:
A-BeM, VA BeM.
a) Demonstrati cd A; + Ay + ... + A, = Os.
b) Raméne proprietatea de la a) adevarata daci M C GLy(C)?

Barem de corectare.

a) Din ipoteza (M, -) este subgrup de ordin p al lui GLy(R). Deoarece p este prim,
acest grup este ciclic, deci A? = I si M = {I, A, ..., AP~} unde A este o matrice
din M diferitd de I. Asadar suma elementelor lui M este S =T+ A+ ...+ AP~ L i
(I —A)S =T = AP = O. oo e (3p)

Aréitdm ci I — A este inversabili. Intr-adevir, in caz contrar, det(A — I) = (ay; —
1)(ag —1) —agia1a =0, deci detA—trA+1 =0, si cum detA = 1, trA = 2. Rezulta
ci A2—2A+1, = O, adicd A2 = 2A— I, &i, prin inductie, A* = kA—(k—1)I, Vk > 2.
In particular A? = pA — (p — 1)1, deci pA — (p — 1)I = I, in contradictie cu A # I.
(2p)

1
b) Nu, dupa cum se vede din exemplul: M = { (0 O) ceP = 1} ............... (2p)
£

Observatie. Proprietatea de la b) nu mai este adeviratd pentru matricele din GL, (R) cu
n > 2.

PROBLEMA 2. Fie (A,+,-) un inel cu proprietatea ci existd n € N* astfel incat

n n__ . . o .
22"t2 = 22"~1 pentru orice x € A. Demonstrati ci 2* = z, pentru orice z € A.

Barem de corectare.

Punand in relatia din enunt z = —1, se obtine 1 = —1, de unde 2x = 0, pentru orice
z € A. Inductiv, obtinem ci (1 4+ z)* =1+ 2%, pentru orice = € A i p € N* (1)..(2p)
Atunci

1+2)7 7" = 1+2* P =1+220+2% 2 1422 (1+27)

= 142" +22+27 P =147+ "+ 27,

deci (14 2) = 1422422 422 (2p)
Multiplicand cu 1 + z si tinand cont de (1), reiese ca

1+2) =1+2) (1 +27+27 1 +27),



adica
(1+2)" =1+22+27 42 + o+ 23+ 27 22",
deci v +2? + 23 + 2%+ 2% + 22T =0, pentruorice z € A. (2) ..., (2p)

Multiplicand (2) cu z si tinand cont de ipotezi, reiese ca 2+ 23424+ 22" +22" 1 22" 1

\_/II

0, pentru orice & € A. (3) « ottt (1p

Din (2) si (3), se obtine ci 2! = z, pentru orice x € A.

PROBLEMA 3. Fie f : [1,2] — R o functie convexd si continud, cu f (1) = 0 si
2
/() 2-c
- f(2).
T = 2c @)

f(2) > 0. S& se arate cd existad ¢ € [1,2), astfel incat /
1

Barem de corectare.

2
Daci f (2) = 0, atunci din convexitatea lui f avem ca f (z) < 0 si atunci / fix)dx <0
1

si in concluzie, ¢ poate fi oricare element din [1,2) ..., (1p)

Dacd f(2) >0,fie A={a€[1,2): f(a)=0}.

In cazul in care A = {1} atunci f(z) > 0, V =z € (1,2], de unde

/f dx </f ) dx < (1) + f() ()Siatuncic:l. .................. (2p)

In cazul in care card(A) > 1, atunci ex1sta c € (1 2) astfel incat ¢ = sup A. Din

continuitate, f(c¢) = 0 si atunci dln convexitate, f(x) < 0,V x € [1,q st f(z) >

Vo e (¢2, deunde/f /f d—i—/f dr < f()dm<
—9UQ+F@) _ =0 C

- dr < () 4

[ rwar< B2 N (4p)

PROBLEMA 4. Fie f : R — R o functie continua in 0 si integrabila pe orice interval

T+y T )
[a,b] C R. S& se arate cd, dacd f@)ydt < / f(t)dt + / f(t)dt pentru orice
0 0 0

z,y € R, atunci / f(x)dx = f(0)-(b—a), pentru orice a,b € R.

Barem de corectare. N

FieF:R%R,F(:ﬂ):/ f)dt, ¥ zeR.
0

/f

Din faptul ca f este continua in 0, avem ca hm

X n i . . *

avemF(x)§n~F(ﬁ)<:>F(x)§x‘E~F(ﬁ)§1cumaljlir[1) T =f(0),YVzeR
n
avem cad F'(z) <az-f(0), Vo € R . (3p)
Pe de alta parte, pentru orice x € R*, 0 = F (0) < F (z)+ F (—2) < F (z) —z- f(0), de
unde x - f(0) < F(x), Vo € R L (1p)
b

In concluzie, F (z) = f (0)-z,V = € Rsi atunci/ f(x)de =F (b)—F (a) = f(0)-(b—a),
VabER .o TR (1p)

Fiecare corector acords un numér intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corects se puncteaza corespunzator.



