
Concursul Interdisciplinar de Matematic¼a şi Informatic¼a
"Grigore C. Moisil"

Edi̧tia a XXXVI-a; Oradea, 22-24 Martie 2024

BAREM DE CORECTARE - Clasa a IX � a

PROBLEMA 1. Fie a; b; c 2 [0;1) ; astfel încât a+ b+ c = 1. Demonstra̧t c¼a
(1 + a) (1 + b) (1 + c) � (3a+ b) (3b+ c) (3c+ a) :

Barem de corectare.

Plec¼am de la inegalitatea
x2

y
� 2x� y; valabil¼a pentru orice x; y 2 (0;1) . . . . . . . . . . (2p)

Punând x = 1+ a şi y = 1+ c; ob̧tinem
(1 + a)2

1 + c
� 2 (1 + a)� (1 + c) = 1+ 2a� c: Cum

a+ b+ c = 1; rezult¼a c¼a
(1 + a)2

1 + c
� 3a+ b (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Analog, ob̧tinem
(1 + b)2

1 + a
� 3b+ c (2) şi (1 + c)

2

1 + b
� 3c+ a (3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Înmuļtind membru cu membru rela̧tiile (1) ; (2) şi (3) ; dup¼a simpli�carea termenilor

asemenea, se ob̧tine inegalitatea din enuņt. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

PROBLEMA 2. A�a̧ti muļtimea A a numerelor naturale k cu proprietatea c¼a exist¼a
n 2 N astfel încât n se poate scrie atât ca sum¼a de k divizori naturali ai s¼ai cât şi ca sum¼a
de k + 1 divizori naturali ai s¼ai, îns¼a nu se poate scrie ca sum¼a de k + 2 divizori naturali

ai s¼ai (divizorii din aceste sume nu sunt neap¼arat distinçti):

Barem de corectare. Vom demonstra c¼a A = f2l + 1 j l 2 Ng.

a) Orice num¼ar natural impar apaŗtine muļtimiii A:

Dac¼a k = 2l+1 atunci num¼arul n = 2l+2 poate �scris şi ca sum¼a de k divizori ai s¼ai:

2l+2 = 2+1+:::+1 (2l de 1) şi ca sum¼a de k+1 divizori ai s¼ai: 2l+2 = 1+1+:::+1

(2l + 2 de 1) dar nu poate � scris ca suma de k + 2 divizori ai s¼ai, deoarece o astfel

de sum¼a este cel pu̧tin 1+1+ :::+1 (k+2 de 1), deci este mai mare decât n. Aşadar

k 2 A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

b) Orice num¼ar din A este impar.

Fie k 2 A. Ştim c¼a exist¼a n 2 N astfel încât a n este sum¼a de k şi de k + 1 divizori
ai s¼ai, dar nu este sum¼a de k+2 divizori ai s¼ai. Num¼arul n nu poate � impar pentru

c¼a atunci el ar avea doar divizori impari, şi cum unul dintre numerele k şi k+1 este

par, n ar � suma unui num¼ar par de numere impare deci ar � par, absurd. Aşadar

n este par, n = 2m. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Presupunem, prin reducere la absurd, c¼a k este par.

Atunci k+ 1 este impar, iar din egalitatea n = 2m = d1 + :::+ dk+1 deducem c¼a cel

pu̧tin unul dintre numerele d1; :::; dk+1 este par, de exemplu d1 = 2 � d. Dar atunci
n = d+ d+ d1 + :::+ dk s-ar scrie ca sum¼a de k + 2 divizori ai s¼ai, absurd. . . . (3p)

Aşadar k este impar.



PROBLEMA 3. Laturile BC; CA şi AB ale triunghiului ABC sunt împ¼aŗtite �ecare

în câte n + 1 p¼aŗti egale de c¼atre punctele A1; A2; :::; An; B1; B2; :::; Bn; respectiv

C1; C2; :::; Cn; unde n � 2:
Ana şi Bogdan joac¼a urm¼atorul joc format din trei runde:

� Ana alege X 2 fA1; A2; :::; Ang şi Y 2 fB1; B2; :::; Bng,
� apoi Bogdan alege Z 2 fB1; B2; :::; Bng şi T 2 fC1; C2; :::; Cng,
� iar apoi Ana alege V 2 fC1; C2; :::; Cng şi W 2 fA1; A2; :::; Ang.

Dac¼a
��!
XY +

�!
ZT +

��!
VW =

�!
0 ; atunci Ana câştig¼a. Altfel, câştig¼a Bogdan.

Determina̧ti cine are strategia câştig¼atoare.

Barem de corectare.
Condi̧tia ca Ana s¼a câştige se rescrie

���!
AiBj +

���!
BkCl +

��!
CsAt =

�!
0 ; unde i; j; k; l; t; s 2

f1; 2; :::; ng : Aceasta este echivalent¼a cu
��!
AiC +

��!
CBj +

��!
BkA+

��!
ACl+

��!
CsB+

��!
BAt =

�!
0 ; sau

n+ 1� i
n+ 1

���!BC+ j

n+ 1
��!CA+n+ 1� k

n+ 1
��!CA+ l

n+ 1
��!AB+n+ 1� s

n+ 1
��!AB+ t

n+ 1
���!BC = �!0 ;

sau (n+ 1� i+ t) ���!BC+(n+ 1� k + j) ��!CA+(n+ 1� s+ l) ��!AB = �!0 : Întrucât �!CA =
��!
CB+

�!
BA; rela̧tia precedent¼a este echivalent¼a cu (t� i� j + k)�

��!
BC+(l � s� j + k)��!AB =

�!
0 ; rela̧tie care are loc dac¼a şi numai dac¼a t = i+ j � k şi s = l + k � j: . . . . . . . . . . . (3p)
Dac¼a Ana alege j � 2; atunci Bogdan alege k; l 2 f1; 2; :::; ng pentru care k + l = j şi

atunci s = 0; deci Ana pierde. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Dac¼a Ana alege j = 1; atunci Bogdan alege k = l = n şi atunci s = 2n� 1 > n; deci Ana
pierde. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Aşadar, Bogdan are o strategie câştig¼atoare.

PROBLEMA 4. Fie ABC un triunghi şi M un punct în interiorul s¼au. Paralela prin

M la AB intersecteaz¼a BC în N şi CA în R; paralela prin M la BC intersecteaz¼a CA în

Q şi AB în T; iar paralela prin M la CA intersecteaz¼a AB în S şi BC în P:

a) Dovedi̧ti c¼a
NP

a
+
RQ

b
+
ST

c
= 1.

b) Dac¼a A0; B0 respectiv C 0 sunt simetricele lui M fa̧t¼a de mijloacele segmentelor

NP;QR; respectiv ST; demonstra̧ti c¼a

2max fAA0; BB0; CC 0g < AA0 +BB0 + CC 0:

Barem de corectare.

a) Din �MNP � �ABC; avem NP

a
=
d (M;NP )

d (A;BC)
=
[MBC]

[ABC]
şi similarele . . . . . (2p)

Adunând aceste rela̧tii ob̧tinem concluzia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

b) Rela̧tia 2max fAA0; BB0; CC 0g < AA0 + BB0 + CC 0este echivalent¼a cu existeņta

unui triunghi ale c¼arui laturi au lungimile AA0; BB0; CC 0;

adic¼a
��!
AA0 +

��!
BB0 +

��!
CC 0 =

�!
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

În mod evident,
��!
AA0 =

��!
AM +

��!
MA0 =

��!
AM +

��!
MN +

��!
MP;

��!
BB0 =

��!
BM +

��!
MB0 =

��!
BM +

��!
MQ+

��!
MR şi

��!
CC 0 =

��!
CM +

��!
MC 0 =

��!
CM +

��!
MS +

��!
MT . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

de unde
��!
AA0+

��!
BB0+

��!
CC 0 =

��!
AM +

��!
BM +

��!
CM +

���!
MN +

��!
MT

�
+
���!
MP +

��!
MQ

�
+���!

MR +
��!
MS

�
=
��!
AM +

��!
BM +

��!
CM +

��!
MB +

��!
MC +

��!
MA =

�!
0 . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)
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BAREM DE CORECTARE - Clasa a X � a

PROBLEMA 1. Determina̧ti funçtiile cresc¼atoare f; g : R ! R; cu proprietatea c¼a
pentru orice x 2 R avem

f

�
x+ g (x)

2

�
=
x+ g (x)

2
şi g

�
x+ f (x)

2

�
=
x+ f (x)

2
:

Barem de corectare.
Consirer¼am funçtiile f1; g1 : R! R de�nite prin f1 (x) =

x+ f (x)

2
şi g1 (x) =

x+ g (x)

2
;

8 x 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)
Cum f şi g sunt funçtii cresc¼atoare, f1 şi g1 sunt strict cresc¼atoare, deci injective. . .(1p)

Folosind rela̧tile din enuņt, ob̧tinem succesiv:

f1 (g1 (x)) =
g1 (x) + f (g1 (x))

2
=
g1 (x) + g1 (x)

2
= g1 (x) (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

respectiv g1 (f1 (x)) =
f1 (x) + g (f1 (x))

2
=
f1 (x) + f1 (x)

2
= f1 (x) (2) . . . . . . . . . . . . . (1p)

Punem în rela̧tia (1) x! f1 (x) şi ob̧tinem f1 (g1 (f1 (x))) = g1 (f1 (x)) . . . . . . . . . . . . . (1p)

Folosind (2) ; va rezulta f1 (f1 (x)) = f1 (x) ; de unde, pe baza injectivit¼a̧tii, deducem c¼a

f1 (x) = x; deci f (x) = x; pentru orice x 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)
În mod analog, se ob̧tine g (x) = x; pentru orice x 2 R; solu̧tii care veri�c¼a ipoteza. (1p)

PROBLEMA 2. Fie A o muļtime nevid¼a şi f; g : A! A dou¼a funçtii cu propriet¼a̧tile:

i) Pentru orice x 2 A, f(x) = x sau g(x) = x:
ii) Exist¼a k 2 N� astfel încât (f � g)k = 1A.

Demonstra̧ti c¼a:

a) Dac¼a x0 2 A şi f(x0) = x1 6= x0, atunci g(x1) = x1.
b) fk = gk = 1A.

(fk = f � f � ::: � f| {z }
k�ori

, iar 1A (x) = x; 8 x 2 A)

Barem de corectare.

a) Notând h = f � g, din hk = 1A rezult¼a c¼a g este injectiv¼a. Presupunem, prin

reducere la absurd, c¼a exist¼a x0 2 A astfel încât f(x0) = x1 6= x0 şi g(x1) 6= x1.

Atunci g(x0) = x0, f(x1) = x1 şi h(x0) = f(g(x0)) = f(x0) = x1.

Fie (yn)n2N� şirul de�nit prin y1 = x1 şi yn+1 = g(yn);8n � 1. Demonstr¼am prin

induçtie c¼a yn+1 6= yn şi hn(x0) = yn pentru orice n 2 N�.
1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.



Proprietatea este adev¼arat¼a pentru n = 1. Presupunem c¼a este adev¼arat¼a pentru

n � 1. Atunci yn+2 = g(yn+1) 6= g(yn) (din injectivitate), deci yn+2 6= yn+1, ceea ce
implic¼a f(yn+1) = yn+1 şi hn+1(x0) = h(yn) = f(g(yn)) = f(yn+1) = yn+1: . . . . . (2p)

Îns¼a g(x0) = x0 şi g(yn) 6= yn implic¼a yn 6= x0;8n, deci hn(x0) = yn 6= x0;8n 2 N�,
în contradiçtie cu ipoteza hk = 1A. Contradiçtia la care am ajuns ne arat¼a c¼a

g(x1) = x1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

b) Demonstr¼am c¼a f � g = g � f .

Fie x 2 A. Sunt posibile dou¼a cazuri: 1) f(x) = g(x) = x şi 2) f(x) 6= x sau

g(x) 6= x.

În primul caz (f � g)(x) = (g � f)(x) = x.

În al doilea caz, dac¼a f(x) = y 6= x, atunci g(x) = x, g(y) = y (din a)), deci

(f � g)(x) = f(g(x)) = f(x) = y şi (g � f)(x) = g(f(x)) = g(y) = y, iar dac¼a

g(x) = y 6= x, atunci f(x) = x, f(y) = y (deoarece g(y) 6= y, din injectivitate), deci
f(g(x)) = f(y) = y, g(f(x)) = g(x) = y:

Prin urmare (f � g)(x) = (g � f)(x)8x 2 A, adic¼a f � g = g � f . . . . . . . . . . . . . . . .(2p)

Din comutativitate rezult¼a c¼a (f � g)k = fk � gk = gk � fk.

Presupunem, prin reducere la absurd, c¼a exist¼a x 2 A astfel încât fk(x) 6= x.

Atunci f(x) 6= x, deci g(x) = x, ceea ce implic¼a gk(x) = x şi

hk(x) = (fk � gk)(x) = fk(gk(x)) = fk(x) 6= x;

în contradiçtie cu ipoteza hk = 1A.

Prin urmare fk = 1A, iar din hk = gk � fk ob̧tinem şi c¼a şi gk = 1A. . . . . . . . . . . (2p)

PROBLEMA 3. Fie z1; z2; z3 2 C�; distincte dou¼a câte dou¼a, de acelaşi modul r şi cu
suma egal¼a cu s: Demonstra̧ti c¼a, dac¼a z1+

rs

z1
; z2+

rs

z2
şi z3+

rs

z3
sunt reale, atunci z1; z2

şi z3 sunt a�xele vârfurilor unui triunghi dreptunghic.

Barem de corectare.

Adunând cele trei numere reale, ob̧tinem c¼a s+ rs
�
1

z1
+
1

z2
+
1

z3

�
2 R şi cum 1

zi
=
zi
r2
;

rezult¼a s +
ss

r
2 R; de unde ob̧tinem c¼a s 2 R: Atunci, zi +

rs

zi
= zi +

s

r
zi 2 R şi cum

cel pu̧tin unul dintre numerele z1; z2; z3 este din Cr R (altfel s-ar contrazice faptul c¼a

z1; z2; z3 sunt distincte dou¼a câte dou¼a şi de acelaşi modul), ob̧tinem c¼a s = r: . . . . . .(2p)

Atunci z1+ z2+ z3 = r (1) şi z1 + z2 + z3 = r; de unde reiese c¼a
1

z1
+
1

z2
+
1

z3
=
1

r
(2)(1p)

Înmuļtind relȩtiile (1) şi (2) ; ob̧tinem (z1 + z2 + z3)
�
1

z1
+
1

z2
+
1

z3

�
= 1; rela̧tie care este

echivalent¼a cu (z1 + z2) (z2 + z) (z3 + z1) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(2p)

Prin urmare, dou¼a dintre numerele z1; z2; z3 sunt opuse, de modul r; iar al treilea este egal

cu r; de unde se ob̧tine concluzia problemei. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)



PROBLEMA 4. Fie ABC şi A0B0C 0 dou¼a triunghiuri care au acelaşi centru de greutate,
iar punctele A0; B0; C 0 se a�¼a pe laturile sau în interiorul triunghiului ABC: S¼a se arate

c¼a pentru orice p � 1 şi orice M din plan, are loc inegalitatea A0Mp + B0Mp + C 0Mp �
AMp +BMp + CMp:

Barem de corectare.
Pentru orice punct X din plan, vom nota cu x coordonata sa complex¼a.

Din enuņt, exist¼a x1; x2; x3; y1; y2; y3; z1; z2; z3 � 0 cu x1 + x2 + x3 = y1 + y2 + y3 =

z1 + z2 + z3 = 1; astfel încât

a0 = x1a+ x2b+ x3c; b
0 = y1a+ y2b+ y3c şi c0 = z1a+ z2b+ z3c . . . . . . . . (1p)

Cum cele dou¼a triunghiuri au acelaşi centru de greutate, deducem c¼a (x1 + y1 + z1 � 1) a+
(x2 + y2 + z2 � 1) b+ (x3 + y3 + z3 � 1) c = 0; de unde x1 + y1 + z1 = 1; x2 + y2 + z2 = 1
şi x3 + y3 + z3 = 1 (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Din A0M = jm� a0j = jx1m+ x2m+ x3m� x1a� x2b� x3cj � x1 jm� aj+x2 jm� bj+
x3 jm� cj şi din convexitatea şi monotonia funçtiei xp pe [0;1) ; avem c¼a

A0Mp � x1 jm� ajp + x2 jm� bjp + x3 jm� cjp = x1AMp + x2BM
p + x3CM

p . . . . . (2p)

Scriind şi inegalit¼a̧tile pentru B0M şi C 0M; prin adunarea lor şi ţinând seama de (1) ;

suntem conduşi la inegalitatea din enuņt. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.
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PROBLEMA 1. Fie A;B 2 M2 (C) ; astfel încât det (AB) = 1: Demonstra̧ti c¼a

(AB �BA)2 = O2; dac¼a şi numai dac¼a A�1B�1AB +B�1A�1BA = 2I2:

Barem de corectare.
Se ştie c¼a, pentru orice X 2 M2 (C) ; avem X� = trX � I2 �X: Dac¼a în plus detX = 1;

atunci X� = X�1; de unde X�1 = trX � I2 �X: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(2p)
Cum det (AB) = det (BA) = 1; ob̧tinem succesiv: A�1B�1AB = (BA)�1AB = tr (BA) �
AB �BA2B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)
Din rela̧ti lui Cayley, avem tr (AB) � AB = (AB)2 + det (AB) � I2 = (AB)2 + I2; deci

A�1B�1AB = (AB)2 + I2 �BA2B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)
În mod analog, ob̧tinem B�1A�1BA = (BA)2+I2�AB2A: Prin adunarea ultimelor dou¼a
egalit¼a̧ti, se ob̧tine A�1B�1AB+B�1A�1BA = (AB �BA)2+2I2; rela̧tie din care reiese
echivaleņta cerut¼a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

PROBLEMA 2. Fie A 2 Mn(C) şi M o muļtime de n + 1 numere complexe.

Demonstra̧ti c¼a exist¼a k 2 N; k � n cu proprietatea c¼a putem alege k elemente ale

muļtimii M astfel încât înlocuind k elemente ale matricei A cu aceste elemente s¼a

ob̧tinem o matrice inversabil¼a.

Barem de corectare.

Consider¼am minorii diagonali: �1 = ja11j; �2 =

�����a11 a12

a21 a22

����� ; :::;�n = det(A). . . . . . . . . (1p)

Vom demonstra c¼a înlocuind o parte dintre numerele a11; a22; :::; ann cu elemente ale

muļtimii M putem face ca to̧ti aceşti minori s¼a �e nenuli.

Într-adev¼ar, dac¼a primul minor diagonal nul are ordinul i, atunci înlocuind aii cu xi 6= aii
se ob̧tine un determinant Di nenul, deoarece dezvoltând dup¼a linia i rezult¼a Di � �i =

(xi � aii)�i�1, deci Di = (xi � aii)�i�1 6= 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)
Dup¼a cel mult n � 1 astfel de opera̧tii rezult¼a o matrice A0 care are primii n � 1 minori
diagonali nenuli iar în M au r¼amas disponibile cel pu̧tin dou¼a elemente, xn şi xn+1. Unul

dintre acestea este sigur diferit de ann, deci putem proceda la fel pentru a ob̧tine un minor

nenul de ordin n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)



PROBLEMA 3. Fie f : R ! R o funçtie m¼arginit¼a cu proprietatea c¼a pentru orice
a 2 R şi orice şiruri strict monotone (xn)n�1 şi (yn)n�1 ; ambele convergente la a; are loc

rela̧tia lim
n!1

f (xn)

f (yn)
= 1:

a) Da̧ti exemplu de o astfel de funçtie, care s¼a nu �e continu¼a.

b) Dac¼a f are proprietatea lui Darboux, ar¼ata̧ti c¼a f este continu¼a.

Barem de corectare.

a) Observ¼am ca funçtia f : R ! R, de�nit¼a prin f (x) =

(
1; dac¼a x 6= 0
0; dac¼a x = 0

veri�c¼a

condi̧tiile date şi este discontinu¼a în 0: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

b) Fie a 2 R �xat şi (zn)n�1 un şir nesta̧tionar de la un anumit rang şi convergent

la a: Funçtia f este m¼arginit¼a, deci şi şirul (f (zn))n�1 este m¼arginit. Dac¼a acesta

nu este convergent, atunci are dou¼a puncte distincte de acumulare s şi t: Atunci,

exist¼a subşirurile strict monotone (x0n)n�1 şi (y
0
n)n�1 ale lui (zn)n�1 ; pentru care

lim
n!1

f (x0n) = s şi lim
n!1

f (y0n) = t: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Întrucât lim
n!1

zn = a; avem lim
n!1

x0n = lim
n!1

y0n = a şi aplicând ipoteza, avem

1 = lim
n!1

f (x0n)

f (y0n)
=
s

t
; contradiçtie. Atunci şirul (f (zn))n�1 este convergent şi în

conseciņt¼a f are limit¼a în a. Întrucât are şi proprietatea lui Darboux, rezult¼a c¼a f

este continu¼a în a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

PROBLEMA 4. S¼a se determine funçtiile f : R! R cu proprietatea c¼a

jt1f (x1) + t2f (x2) + t3f (x3)j � jt1x1 + t2x2 + t3x3j ;

pentru orice x1; x2; x3 2 R şi pentru orice t1; t2; t3 2 R cu suma t1 + t2 + t3 = 0:
Barem de corectare.
Pentru (t1; t2; t3) = (1;�1; 0) şi (x1; x2; x3) = (x; y; 0) cu x şi y arbitrare, ob̧tinem

jf (x)� f (y)j � jx� yj ; 8 x; y 2 R şi de aici rezult¼a c¼a f este continu¼a pe R . . . . . . (2p)

Luând (t1; t2; t3) = (1; 1;�2) şi (x1; x2; x3) =
�
x; y;

x+ y

2

�
cu x; y 2 R arbitrare,

deducem c¼a

����f (x) + f (y)� 2f �x+ y2
����� � ����x+ y � 2x+ y2

���� = 0;
adic¼a f

�
x+ y

2

�
=
f (x) + f (y)

2
; 8 x; y 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Demonstraz¼a c¼a egalitatea de mai sus conduce la ecua̧tia funçtionala a lui Cauchy pentru

g (x) = f (x)� f (0) ; de unde exist¼a a; b 2 R astfel încât f (x) = ax+ b; 8 x 2 R . . .(3p)
Dac¼a numai a�rm¼a aceasta, se va acorda 1 punct.

Condi̧tia din enuņt se veri�c¼a dac¼a şi numai dac¼a jaj � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.
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PROBLEMA 1. Fie p un num¼ar prim impar şiM = fA1; A2; :::; Apg � GL2(R) (grupul
matricelor inversabile de ordinul 2 cu elemente reale), o muļtime cu proprietatea:

A �B 2M; 8 A;B 2M:

a) Demonstra̧ti c¼a A1 + A2 + :::+ Ap = O2.

b) R¼amâne proprietatea de la a) adev¼arat¼a dac¼aM� GL2(C)?

Barem de corectare.

a) Din ipotez¼a (M; �) este subgrup de ordin p al lui GL2(R). Deoarece p este prim,
acest grup este ciclic, deci Ap = I şiM = fI; A; ::::; Ap�1g, unde A este o matrice
dinM diferit¼a de I. Aşadar suma elementelor luiM este S = I +A+ :::+Ap�1 şi

(I � A)S = I � Ap = O. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

Ar¼at¼am c¼a I � A este inversabil¼a. Într-adev¼ar, în caz contrar, det(A� I) = (a11 �
1)(a22�1)�a21a12 = 0, deci detA� trA+1 = 0, şi cum detA = 1, trA = 2. Rezult¼a
c¼a A2�2A+I2 = O, adic¼a A2 = 2A�I2 şi, prin induçtie, Ak = kA�(k�1)I; 8k � 2.
În particular Ap = pA� (p� 1)I, deci pA� (p� 1)I = I, în contradiçtie cu A 6= I.
(2p)

b) Nu, dup¼a cum se vede din exemplul: M =

( 
1 0

0 "

!
: "p = 1

)
. . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Observa̧tie. Proprietatea de la b) nu mai este adev¼arat¼a pentru matricele din GLn(R) cu
n > 2.

PROBLEMA 2. Fie (A;+; �) un inel cu proprietatea c¼a exist¼a n 2 N�; astfel încât
x2

n+2 = x2
n�1; pentru orice x 2 A: Demonstra̧ti c¼a x4 = x; pentru orice x 2 A:

Barem de corectare.
Punând în rela̧tia din enuņt x = �1; se ob̧tine 1 = �1, de unde 2x = 0, pentru orice

x 2 A: Inductiv, ob̧tinem c¼a (1 + x)2
p

= 1 + x2
p
; pentru orice x 2 A şi p 2 N� (1) : . (2p)

Atunci

(1 + x)2
n�1 = (1 + x)2

n+2 = (1 + x)2 (1 + x)2
n (1)
=
�
1 + x2

� �
1 + x2

n�
= 1 + x2

n

+ x2 + x2
n+2 = 1 + x2 + x2

n�1 + x2
n

;

deci (1 + x)2
n�1 = 1 + x2 + x2

n�1 + x2
n
: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Multiplicând cu 1 + x şi ţinând cont de (1) ; reiese c¼a

(1 + x)2
n

= (1 + x)
�
1 + x2 + x2

n�1 + x2
n�
;



adic¼a

(1 + x)2
n

= 1 + x2 + x2
n�1 + x2

n

+ x+ x3 + x2
n

+ x2
n+1;

deci x+ x2 + x3 + x2
n�1 + x2

n
+ x2

n+1 = 0; pentru orice x 2 A: (2) . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)
Multiplicând (2) cu x şi ţinând cont de ipotez¼a, reiese c¼a x2+x3+x4+x2

n
+x2

n+1+x2
n�1 =

0; pentru orice x 2 A: (3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)
Din (2) şi (3) ; se ob̧tine c¼a x4 = x; pentru orice x 2 A:

PROBLEMA 3. Fie f : [1; 2] ! R o funçtie convex¼a şi continu¼a, cu f (1) = 0 şi

f (2) � 0: S¼a se arate c¼a exist¼a c 2 [1; 2) ; astfel încât
Z 2

1

f (x)

x
dx � 2� c

2c
� f (2) :

Barem de corectare.

Dac¼a f (2) = 0; atunci din convexitatea lui f avem c¼a f (x) � 0 şi atunci
Z 2

1

f (x)

x
dx � 0

şi în concluzie, c poate � oricare element din [1; 2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Dac¼a f (2) > 0; �e A = fa 2 [1; 2) : f (a) = 0g :
În cazul în care A = f1g ; atunci f (x) > 0; 8 x 2 (1; 2] ; de undeZ 2

1

f (x)

x
dx �

Z 2

1

f (x) dx � f (1) + f (2)

2
=
f (2)

2
şi atunci c = 1: . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

În cazul în care card (A) > 1; atunci exist¼a c 2 (1; 2) astfel încât c = supA: Din

continuitate, f (c) = 0 şi atunci din convexitate, f (x) � 0; 8 x 2 [1; c] şi f (x) > 0;

8 x 2 (c; 2] ; de unde
Z 2

1

f (x)

x
dx =

Z c

1

f (x)

x
dx +

Z 2

c

f (x)

x
dx �

Z 2

c

f (x)

x
dx �

1

c

Z 2

c

f (x) dx � (2� c) (f (c) + f (2))
2c

=
(2� c)
2c

� f (2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(4p)

PROBLEMA 4. Fie f : R ! R o funçtie continu¼a în 0 şi integrabil¼a pe orice interval

[a; b] � R: S¼a se arate c¼a, dac¼a
Z x+y

0

f (t) dt �
Z x

0

f (t) dt +

Z y

0

f (t) dt pentru orice

x; y 2 R; atunci
Z b

a

f (x) dx = f (0) � (b� a) ; pentru orice a; b 2 R:

Barem de corectare.
Fie F : R! R, F (x) =

Z x

0

f (t) dt; 8 x 2 R.

Din faptul c¼a f este continu¼a în 0; avem c¼a lim
x!0

Z x

0

f (t) dt

x
= f (0) . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Cum F (x+ y) � F (x) + F (y) ; 8 x; y 2 R, deducem c¼a pentru orice x 2 R� şi n 2 N�;

avem F (x) � n � F
�x
n

�
, F (x) � x � n

x
� F
�x
n

�
şi cum lim

x!0

F
�x
n

�
x

n

= f (0) ; 8 x 2 R�,

avem c¼a F (x) � x � f (0) ; 8 x 2 R�: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)
Pe de alt¼a parte, pentru orice x 2 R�; 0 = F (0) � F (x) + F (�x) � F (x)� x � f (0) ; de
unde x � f (0) � F (x) ; 8 x 2 R� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

În concluzie, F (x) = f (0)�x; 8 x 2 R şi atunci
Z b

a

f (x) dx = F (b)�F (a) = f (0)�(b� a) ;
8 a; b 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


